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Introduction

Soit K un convexe faiblement compact d’un espace de Banach X. On dira que Ka la
propriété du point fixe (f.p.p.) si pour toute contraction T: K— K (i.e. | T(x) - T(»)||
= “x — yﬂ pour tout x, y dans K) a un point fixe. On dira alors que X a f.p.p. si et
seulement si tout convexe faiblement compact de X a f.p.p. Il est connu que L, n’a
pasf.p.p. (1]. D’autre part, Kirk [6] a, en 1965, montré que si un convexe faiblement
compact a la structure normale, alors il a f.p.p. Des résultats surprenants ont été
apportés par Maurey concernant les espaces L, et ¢, et relancent la grande question
qui est de savoir si les super-réflexifs ont f.p.p. Maurey [10] utilisa la technique des
ultra-produits pour montrer que les sous-espaces réflexifs de L; ont fp.p.
S’inspirant de la démonstration de Maurey, Lin {7] réussit & montrer que si un
espace a une base inconditionnelle dans la constante d’inconditionnalité A est
strictement inférieur a 1,37, a f.p.p.

Dans cet article, on va étudier quelques relations entre la propriété du point fixe
et la propriété de Banach-Saks.

Deéfinitions et notations

Définition 1. Dans tout ce qui suit, X désignera un espace de Banach. On dira que la
suite (¢;) est une base de Schauder de X si et seulement si pour tout x dans X il existe
une suite unique de scalaire (x;) tel que x=2x;e;.

La base de Schauder (e;) est dite inconditionnelle si et seulement si la constante

A= sup ||Za;e;e;] est finie.
g=1%1

[Zaie | <1
Dans le cas ofi 1a base est inconditionnelle, on lui associe une deuxiéme constante ¢

définie par:
c= sup |Pr| ou Pp(Zae)=Y ae

Fe?(N) ieF

11 est connu que: c£A=2c.
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Définition 2. Soit (x,) une suite bornée sans sous-suite convergente. Brunel et
Sucheston [3] ont montré que (x,) a une sous-suite (x;) dite une «bonne sous-suite»,
el que:

L(x,a;)= lim ||x+2a,-x,,3
ny<nz<...<nj

nj— o

axiste pour tout x € X et pour tout (a;) € R*. Notre hypothése sur (x,) implique que L
définit une norme sur X x R™,

Le modéle étalé sur (x,) au dessus de x est le complété pour cette norme de
espace R, x R™ (ou R, est la droite engendrée par x). Il sera noté: (D, d,(d,)).

Dans le cas ol x =0 le complété de 'espace R™) pour la norme L, que I'on notera
(F, (e)), est appelé le modéle étalé de X sur la suite (x,). La suite (¢;) est appelée la
suite fondamentale du modé¢le F.

On dira que X a M —(P), lorsque (P) désigne une propriété banachique, si et
seulement si tout modéle étalé (F, (¢;)) a la propriété (P).

Définition 2'. L’espace X a la propriété de Banach-Saks-Alterné (A.B.S.) si et
seulement si de toute suite bornée (x,) on peut extraire une sous-suite (x,) dont les

1
moyennes alternées - Z(— 1)"x,’¢> convergent.

Beauzamy a caractérisé dans [2] les espaces qui ont A.B.S. comme étant ceux qui
n’ont pas /; pour modéle étalé.

Remarques. 1) Tous les modéles étalés de ¢, sont isomorphes a ¢,.

2) Tous les modéles étalés de I’espace de Tzirelson T sont isomorphes a /; alors
que les modé¢les étalés de son dual T* sont isomorphes a ¢,.

Rappelons les deux résultats dont on se servira dans la démonstration du
théoréme 3).

Lemme (G.L.) [4]. Soit (x,) une suite étalante et (e,) la suite fondamentale du modéle
F construit sur cette suite.

Supposons que (e,) ne soit pas équivalente a la base canonique de I,. Alors (x,)
converge faiblement dans X si et seulement si (e,) converge faiblement dans F et la
limite est la méme.

Lemme (B) [2, p. 24]. Si (x,) converge faiblement vers 0 dans X, alors la suite
fondamentale du modeéle étalé construit sur (x,) est basique inconditionnelle.

Définition 3. Soit % un ultra-filtre non trivial sur N. Soit ¥=1,,(X)/4#" ou
H ={(x)eLa(X); lim || =0} .

X est un espace de Banach, dit ultrapuissance de X.

X a des propriétés de prolongement qui sont trés riches. En effet soit 4 une
partie de X, on lui associe, de maniére canonique, la partic 4 de X définie par:
4 ={i eX; 7=(x,) et x,€A}. Si T: A— X est une application, alors on définit de
maniére canonique 7: 4- X par: T(®)=T(x,)=(T(x,)).

Beaucoup de propriétés géometriques passent de (4,7) & An.
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Définition 3'. On dira que X a super-P si et seulement si toutes les ultrapuissances de
X ont (P).

Définition 3”. Soit T': C— X une contraction et C un convexe fermé borné de X. On
dira que T est de type (y) si et seulement si il existe yeI tel que: V(x,»)eCx C:

x+y\  Tx)+T()|
(J(5)-"55

ouI'={y:R;—>R,, y continu et y(r)=0 si et seulement si r=0}.

)sb sl -ITe =101 -

Résultats de base

Soit C un convexe faiblement compact de X. Soit d’autre part T une contraction de
C dans lui-méme. 11 est clair que la classe des convexes fermés D tels que D= C et
T(D)< D admet des éléments minimaux. Nous appellerons un tel élément minimal
un convexe minimal pour T. Si 7' n’admet pas de point fixe, un convexe minimal
pour T n’est pas réduit & un point.

Sous les hypotheéses précédentes, T a toujours une suite quasi-fixe de points (x,,)
de C (i.e. lim | T(x,) —x,| =0).

n

Karlovitz [5] a montré le lemme fondamental ;

Lemme (Ka). Soit K un convexe faiblement compact minimal pour T. On a pour tout
x € K et pour toute suite quasi-fixe (x,)

lim ||x —x,| =diam (K) .

Utilisation des ultrapuissances. On considére K et T dans ¥, une ultrapuissance de X,
associés a Ket T.

K est un convexe fermé borné avec diam K =diam K. D’autre part si (x,) est une
suite quasi-fixe pour T, alors 7(¥) =% ou £=(x,). Réciproquement si X est un point
fixe de T, alors x est représenté par une suite (x,) quasi-fixe. Maurey [10] a montré le
lemme suivant:

Lemme (Ma). L’ensemble des points_ fixes de T est métriquement convexe (i.e.
VBe[0,1] et V(X, p) points fixes pour T alors il existe %, un point fixe de T, tel que:

|£-z|=plz-5| e [|7-2|=C-P]%-7].
D’autre part, P.K. Lin [8] a montré le lemme suivant dont on se servira.

Lemme (Li). Sous les hypothéses précédentes, on a:
1) Si (X,) est une suite quasi-fixe pour T, alors

hm (| %, —x|| = diam K=diam K

ou K est un convexe mmzmal pour T.
2) Si W est un sous-convexe non vide de K, invariant par T, alors

VxeK Sup ||#—x|=diam K .
w
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Aprés ce rappel des résultats fondamentaux, on est en mesure de démontrer
certains nouveaux résultats.

Théoréme 1. Soit X un espace de Banach. On suppose que X admet une base
inconditionnelle dont les constantes c et A vérifient :

c(A+2)<4 .
Alors X a f.p.p.

Démonstration. Supposons que X n’a pas f.p.p.

Alors il va exister X un convexe faiblement compact minimal pour T, une
contraction laissant invariant K. Dans K, il va exister une suite quasi-fixe (x,)
convergente faiblement. Utilisant le lemme de Karlovitz, on peut supposer, en toute
généralité, que diam K=1 et (x,) convgt faiblt vers 0e K. Par passage aux sous-
suites, on peut supposer qu’il existe une suite de projecteurs (P ) (ou les F, sont des
intervalles finis disjoints de N) que I’on notera (P,) vérifiant:

i) P,oP,=0 si n=*m
ii) lim ||P,(x)| =0 pour tout x dans X
iii) lim || P,(x,) —x,] =0

iv) im x4y —x, | =1.
Soient £=(x,) et j=(x,+,) alors %, 7 sont des points fixes pour T et |%—F| z=1
d’aprés iv). N _
~Soient P=(P,)et Q=(P,+,)alorsi),ii) et iii) impliquent que: P(X) =X, Q(7) =7
et P(x)=0(x)=P() =0 (x)=0 pour tout xe X. D’autre part, on a:

12+3] =PE&+0M| 24| P® -0 | =4z -p|=1.

il

Soit W:{Wef(; erK:Hu"/—ng'—; et Sup (||w—%|, |u7—)7[|)§1/2} alors

x-;—y e W, T(W)< W et W est un convexe inclus dans K. Le lemme de Lin implique
que: ’
Sup |#—0]=1 .
W
Or, o 5 o
2w=I-P)(®)+T-0)(%) +(P+ Q) (W)
=T-Py(5—)+T-0) () +(P+ D) (% —x)
d’ou
2] Sc 12+ 12442 =c(1 +2/2)
comme
Sup |pp]=1 alors 2=<c(1+4/2)
w
contradiction.

Remargques. 1) Si Pespace de Banach X a une base inconditionnelle fortement
monotone (i.e. c=1) et si <2 alors, d’apreés le théoréme 1, X a f.p.p.
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Dans une communication personnelle, P.K. Lin m’a signalé que 'on peut
déduire ce résultat a partir de la remarque 1 du théoréme 3 {7].
2) Considérons ’espace X, défini par: soit ¢ > O et la norme ||, définie sur R3 par:
(@, b, 0)l.=(1 +e)la+b+c|+|—a+b+c|+|la—b+c|+la+b—c] .

Xe=(R3’ ['le) @ lp,l @wco

ou /, s est I'espace /, renormé par:

=yt -
el ="y + 1%~ s,

oux™ et x~ sont les parties positive et négative de x relatives a la structure de lattice
de /,.

I,1 a une base inconditionnelle dont les constantes c et A sont égales a: c=1
et A=2171p,

On en déduit que X, a une base inconditionnelle dont les constantes c, et A,
vérifient:

1<e,S1+¢ et A,=2171P.

12t~

Donc si a<m alors X, a f.p.p. Rappelons que X, n’est pas super-refiexif.

3) On peut remplacer dans le théoréme 1 ainsi que dans les remarques
précédentes «base inconditionnelle» par «décomposition fini dimensionnelie
inconditionnelle» (voir 'espace T" défini en p. 51 de [9]). Considérons le probléme
suivant:

Probléme. Soit X un espace de Banach avec une base 1-inconditionnelle (i.e. A=1).
On renorme X de la maniére suivante:

el =Max (., x7 ]y -
Est-ce que (X, |‘|) a f.p.p.?

Remarque. L’espace (X,|'|,,) n’a pas la structure normale.
Une réponse partielle au probléme se trouve dans le:

Théoréme 2. Soit X un espace de Banach avec une base inconditionnelle fortement
monotone (c=1). On suppose que X a la propriété de Banach-Saks-Alterné. Alors X a

f.p.p.

Démonstration. Supposons que X n'a pas fp.p. Alors, comme dans le
démonstration du théoréme 1, il va exister K un convexe faiblement compact
minimal pour 7, une contraction laissant invariant K, de méme qu’une suite (x,)
faiblement convergente vers 0 et quasi-fixe ainsi qu’une suite de projecteurs (P,) tel
que:

i) P,oP,=0 si n+m

ii) lim || P,(x)|=0 pour tout x dans X

iii) fim [ Py(xn) = x4 =0 et lim |41 —X| =diam K=1 .
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On aura besoin du résultat suivant du a Lin [7]:

Lemme 2 (Li’) Sous les hypothéses précédentes, si (X;) sont n points fixes distincts de T,
alors:
|Za;%;||=Max(Za;*, Za7)

pour toute suite de scalaires (a;).
(Avec a* =Max(a,0) et a~ =Max(—a,0)) .

Soit Fle modéle étalé construit sur (x,) et (¢;) la base fondamentale de F. Quitte &

se restreindre 4 une sous-suite, on peut supposer que (x,) est une «bonne suite». Soit
(B;) e R* alors:

|ZBiei|,=  lim IZBixn|1x -
n<ny<...<m

ny—*+aoo
Soit %;=(x,4;) avec 1 <i < k alors les %; sont des points fixes de 7. D’autre part,ona:

lim ”Z'Bix,,H”: lim ||Eﬂix,,+,-l| .
ny, % "1:1:'.;"’(

On en déduit d’aprés le lemme (Li’) que:

| ZBie:llr= | Z8:% || =Max (J(8:5)],, 1B -

Dongc F est isomorphe a /;. On en conclut que X ne peut pas avoir la propriété de
Banach-Saks-Alterné. Contradiction.

Soit T une contraction définie sur K, un convexe faiblement compact minimal.
Pour tout % un point fixe de 7 on associe ’ensemble:

Ce={F%s; %g=(xgm) ou P:N-N strictement croissante}

avec X =(x,). Czest inclus dans Fz, ou F7 est ensemble des points fixes de 7. En
général Cy n’est pas convexe. On dira alors que T est de «type-convexe» si et
seulement si Fy est convexe.

Si T est de type (y) alors T est de «type-convexe». Il serait intéressant de
caractériser les espaces dans lesquels toute contraction, laissant invariant un
convexe faiblement compact, est de «type-convexen.

Théoréme 3. Soit K un convexe faiblement compact minimal pour une contraction T.
Supposons qu’il existe (x,) une suite quasi-fixe pour T, faiblement convergente vers 0
tel que, si on pose X=(x,), on ait:

0 nappartient pas @ conv(Cy) .
Alors X n’a pas Banach-Saks-Alterné.
Démonstration. Comme 0 n’appartient pas a 'enveloppe convexe fermée de Cy,

Han-Banach implique qu’il existe 4]0, 1] tel que: pour toute suite de scalaires
positifs (§;) et toute suite (X;) dans C; on ait:

|=8%) 26(2B) ®)
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Soient F le modéle étalé construit sur {x,) et (¢;) la base fondamentale de # Comme
les hypothéses sont invariantes par passage aux sous-suites, alors on peut supposer
que (x,) est une «bonne-suite». Soit (B;) une suite de scalaires positifs, on a, par
définition de F,

lim [ ZBx,] = |ZB:e e

ny R e
On considére la suite (£;) de C¢définie par: & =(x,). Ona: |Z8,%] x= |ZB:e;]|¢car
(x,) est une «bonne-suite». D’aprés (*) on obtient:

“Zﬂiei ”Fga(zﬂi) (*%)

Supposons que la suite (¢;) n’est pas équivalente a la base de /;, alors d’aprés le
lemme (G.L.) la suite (¢;) converge faiblement vers 0. En faisant appel au lemme (B),
on en déduit que (e;) est basique inconditionnelle.
L’inégalité (+*) implique que (e;) est équivalente a la base de /; . Contradiction.
On en conclut que (e;) est équivalente a la base de /; et le résultat de Beauzamy
implique que X ne peut pas avoir Banach-Saks-Alterné.

Remarques. 1) St T est de «type-convexe», alors 0 n’appartient pas a ’enveloppe
convexe fermée bornée de C;(égale 3 Crpuisque T est de «type-convexer) pour tout
point fixe £ de 7. On en conclut, d’aprés le théoréme 3, que dans un espace de
Banach qui a B.S.A. toute contraction de «type-convexe» laissant invariant un
convexe faiblement compact a un point fixe.

2) P.K. Lin a montré (dans [7]) que, si X a une base fortement monotone (c=1),
alors si X n’a pas f.p.p., il va exister une contraction T, un convexe K faiblement
compact minimal pour 7, et une suite (x,) quasi-fixe convergente faiblement vers 0
tel que, si on pose X=(x,), on ait:

W] =1 pour tout # appartenant 3 conv(Cy) .
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