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Introduction 

Soit K un convexe faiblement compact  d 'un  espace de Banach X. On dira que K a la 
propri6t6 du point fixe (f.p.p.) si pour toute contraction T:  K ~ K  (i. e. I J T(x) - T(y)Jl 
<= IIx-yl[ pour  tout x,y  dans K) a un point fixe. On dira alors que X a  f.p.p, si et 
seulement si tout convexe faiblement compact  de X a  f.p.p. II est connu que L 1 n'a  
pas f.p.p. [1 ]. D 'aut re  part, Kirk [6] a, en 1965, montr6 que si un convexe faiblement 
compact  a la structure normale, alors il a f.p.p. Des r6sultats surprenants ont 6t6 
appor t& par Maurey concernant les espaces L1 et Co et relancent la grande question 
qui est de savoir si les super-r6flexifs ont f.p.p. Maurey [10] utilisa la technique des 
ultra-produits pour  montrcr  que les sous-espaces r6flexifs de L1 ont f.p.p. 
S'inspirant de la d6monstration de Maurey, Lin [7] r6ussit/~ montrer que si un 
espace a une base inconditionnelle dans la constante d'inconditionnalit6 2 est 
strictement inf&ieur h 1,37, a f.p.p. 

Dans  cet article, on va 6tudier quelques relations entre la propri6t6 du point fixe 
et la propri&6 de Banach-Saks. 

D~fmitions et notations 

D~finition 1. Darts tout ce qui suit, Xd~signera un espace de Banach. On dira que la 
suite (ei) est une base de Schauder de Xsi et seulement si pour tout  x dans Xil  existe 
une suite unique de scalaire (xi) tel que x = Zxiei. 

La base de Schauder (e~) est dite inconditionnelle si et seulement si la constante 
~.= sup IIEale,e, II est finie. 

~i=• 

[[Za,ei[[<l 
Dans le cas off la base est inconditionnelle, on lui associe une deuxi~me constante c 
d6finie par :  

c =  sup IlPvl} ou Pv(Za, e,)= E a,e, 
Fe~(N)  ieF 

II est connu que: c<_2<_2c. 
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O~finition 2. Soit (x.) une suite born6e sans sous-suite convergente. Brunel et 
gucheston [3] ont montr6 que (x.) a une sous-suite (x') dite une <~bonne sous-suite~>, 
:el que: 

L(x, al)= lim Ilx+zaix.,l[ 
n'l < n ~  < . . .  < n [  

nll .-r oo 

existe pour tout x ~ Xet pour tout (ai) ~ R k. Notre hypoth~se sur (x.) implique que L 
d6finit une norme sur Xx R ~m. 

Le mod61e 6tal~ sur (x.) au dessus de x est le compl&6 pour cette norme de 
['espace R~ x R ~m (ou R~ est la droite engendr~e par x). II sera not~: (D, d, (di)). 

Dans le cas off x = 0 le compl&6 de l'espace R~m pour la norme L, que ron  notera 
(F, (e0), est appel6 le module 6ta16 de X sur la suite (x.). La suite (e0 est appel6e la 
suite fondamentale du mod+le F. 

On dira que X a M - ( P ) ,  lorsque (P) d6signe une propri6t6 banachique, si et 
seulement si tout mod+le &al~ (F, (e0) a la propri~t~ (P). 

D~finition 2'. L'espace X a la propri&6 de Banach-Saks-Altern~ (A.B.S.) si et 
seulement si de toute suite born6e (x.) on peut extraire une sous-suite (x~) dont les 

moyennes altern~es (~ S( - 1)kx~,) convergent. 

Beauzamy a caract6ris6 dans [2] les espaces qui ont A.B.S. comme 6tant ceux qui 
n'ont pas/1 pour module 6ta16. 

Remarques. 1) Tousles modules 6tal6s de Co sont isomorphes/t Co. 
2) Tousles mod+les 6tal6s de respace de Tzirelson T sont isomorphes ~ lx alors 

que les mod61es 6tal6s de son dual T* sont isomorphes/t Co. 
Rappelons les deux r6sultats dont on se servira dans la d6monstration du 

th6or~me 3). 

Lemme (G.L.) [4]. Soit (x.) une suite ~talante et (e.) la suite fondamentale du modOle 
F construit sur eette suite. 

Supposons que (e.) ne soit pas Oquivalente ~ la base eanonique de la. Alors (x.) 
converge faiblement dans X si et seulement si (e.) converoe faiblement dans F et la 
limite est la m#me. 

Lemme (B) [2, p. 24]. Si (x.) eonveroe faiblement vers 0 dans X, alors la suite 
(ondamentale du module ~tal~ construit sur (xn) est basique inconditionnelle. 

O~finition 3. Soit q / u n  ultra-filtre non trivial sur N. Soit Y(= loo (X)/~V" ou 

sV={(x.)e/~(X);  lira I[x,][ = 0 } .  

~" est un espace de Banach, dit ultrapuissance de X. 
~" a des propri6t6s de prolongement qui sont tr6s riches. En effet soit A une 

partie de X, on lui associe, de mani~re canonique, la partie .4 de ,Y d6finie par: 
= { Y ~ ' ;  Y=(x.) et x . e A } .  Si T : A - - , X  est une application, alors on d6finit de 

mani~re canonique ~: ,4-~"  par: 7"(~ = ~(x,) = (T(x.)). 
Beaucoup de propri6t6s g6ometriques passent de (A, T) ~t (.~, ~'). 
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Ddfinition 3 '. On dira que Xa super-P si et settlement si routes les ultrapuissances de 
X ont (P). 

D~finition 3". Soit T: C ~ X u n e  contraction et Cun  convexe ferm6 born6 de X. On 
dira que Tes t  de type (7) si et seulement si il existe ~,EF tel que: V ( x , y ) e C x  C: 

( I T ( X ~  ~ y )  T ( x ' 2 T ( Y )  I ) <  'l x - y I [ - I [ T ( x ) - T ( y ) [ '  , 

ou F = { 7 '  R + ~ R + ,  ~ continu et v(r )=0 si et seulement si r=0}.  

R6sultats tie base 

Soit Cun  convexe faiblement compact de X. Soit d'autre part Tune contraction de 
C dans lui-mSme. I1 est clair que la classe des convexes fermgs D tels que D = C et 
T(D) = D admet des ~16ments minimaux. Nous appeUerons un tel 61~ment minimal 
un convexe minimal pour T. Si T n'admet pas de point fixe, un convexe minimal 
pour T n'est pas rbduit/l un point. 

Sous les hypoth6ses pr6c6dentes, T a toujours une suite quasi-fixe de points (x,) 
de C (i.e. lim [[T(x,)-x,[[ =0). 

n 

Karlovitz [5] a montr6 le lemme fondamental: 

Lemme (Ka). Soit K un convexe faiblement compact minimal pour T. On a pour tout 
x ~ K et pour toute suite quasi-fixe (x,) 

lim II x -  x. II -- diam (K) .  
n 

Utilisation des ultrapuissances. On consid6re Ket 7"dans ~-, une ultrapuissance de X, 
associ6s/t K et T. 

est un convexe ferm6 born6 avec diam K = diam K. D'autre part si (x,) est une 
suite quasi-fixe pour T, alors 7"(E) = E ou E = (x,). R6ciproquement si E est un point 
fixe de T, alors ~? est repr6sent6 par une suite (x,) quasi-fixe. Maurey [10] a montr6 le 
lemme suivant: 

Lemme (Ma). L'ensemble des points fixes de T est m~triquement convexe (i.e. 
Vile [0, 1] et V ( ~, y~) points fixes pour 7", alors il existe ~, un point f ixe de T, tel que : 

II -ell= ll;-Yll et [[y-ell=0- )ll -Yll 
D'autre part, P.K. Lin [8] a montr6 le lemme suivant dont on se servira. 

Lemme (Li). Sous les hypothkses prdcddentes, on a: 
1) Si (~,) est une suite quasi-fixe pour T, alors 

lim II .-xll = d i a m g = d i a m K  
/ I  

ou K est un convexe minimal pour T. 
2) Si 17V est un sous-convexe non vide de K, invariant par 7", alors 

v x  g Sup II - x II -- diam K .  
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Apr6s ce rappel des r6sultats fondamentaux,  on est en mesure de d6montrer  
certains nouveaux r6sultats. 

Th~or6me 1. Soit X un espace de Banach. On suppose que X admet une base 
inconditionnelle dont les constantes c et 2 v&ifient : 

c ( 2 + 2 ) < 4  . 
Alors X a f.p.p. 

D~monstration. Supposons que X n ' a  pas f.p.p. 

Alors il va exister K un convexe faiblement compact  minimal pour  T, une 
contraction laissant invariant  K. Dans  K, il va exister une suite quasi-fixe (x,) 
convergente faiblement. Utilisant le lemme de Karlovitz,  on peut supposer, en toute 
g6n6ralit6, que d iam K =  1 et (x.) convgt faiblt vers 0 e K. Par  passage aux sous- 
suites, on peut supposer qu'il  existe une suite de projecteurs (Pr,)  (off les F, sont des 
intervalles finis disjoints de N) que l 'on notera (P,) v6rifiant: 

i) P. o P , . = 0  si n4:m 
iX) lim [IP.(x)ll = 0  pour  tout x dans X 

n 

iii) lim ][P.(x.)-x.H = 0  
H 

iv) lira I lx .+ l -x . ] [  = 1. 
n 

Soient s = (x.) et )7= (x. + 1) alors ~,)7 sont des points fixes pour  ~ et I[s II ~'= 1 
d'apr+s iv). 

Soient P = (P.) et Q = (P. + 1) alors i), ii) et iii) impliquent que: P (x-) = s O (y') = 37 
et P(x)=O.(x)=P(y-)=O_.(x-)=O pour  tout x ~ X ,  D'au t re  part,  on a: 

l[ ~ + )711 = liP(x') + (~ (y')l[--< 2 l[ p(x-) -0(y')fl = ~ [I:~-N 1[ = ,~. 

Soit 17/= ~e_K; ~ x ~ K : l l ~ - x l l =  2 et Sup(ll~-~tl, 11~-)711)sl/2 alors 

x 2 Y e w, 7"(I} ')c ~ et West  un convexe inclus dans K. Le lemme de Lin implique 

que: 
Sup II -oll- 1 , 

g, 

Or, 

d'ofl 

comme 

2~ = ( 7 - P )  (if) + (7-O)(ff)  + (P+ 0 ) (# )  

= ( 7 - P ) ( ~  -x') + ( / -  (2)(~ - y ' ) + ( P +  0A(# -x )  

2 I1 1t (,/2+ 112+2/2)=c(1 +2/2) 

Sup [l~l[=l alors 2 < c ( 1 + A / 2 )  
r162 

contradiction. 

Remarques. 1) Si l 'espace de Banach X a une base inconditionnelle fortement 
monotone  (i.e. c = 1) et si 2 < 2 alors, d 'apr~s le th~or+me 1, X a f.p.p. 



Le propri&6 du pont fixe 731 

Dans  une communica t ion  personnelle, P .K.  Lin m ' a  signal6 que l 'on peut 
d6duire ce r6sul tat / t  part ir  de la remarque 1 du th6or6me 3 [7]. 

2) Consid6rons l 'espace X~ d6fini par :  soit e > 0 et la norme I" I~ d6finie sur R 3 par :  
I(a,b,c)[~=(1 + e ) [ a + b + e l + l - a + b + c l + l a - b + c l + l a + b - c l  . 

X~ : ( R  3, I'1~) ~oo lp,1 ~ooco 

ou lp,1 est l 'espace lp renorm6 par :  

Hx H ,I--IIx § II,  + IIx- H,p 
ou x + et x -  sont les parties positive et n6gative de x relatives ~ la structure de lattice 
de 

lp,1 a une base inconditionnelle dont  les constantes c et ,t sont 6gales/t:  c =  1 
et 2 = 21 - lip. 

On en d6duit que X, a une base inconditionnelle dont  les constantes c, et 2~ 
v6rifient: 

l < c , < l + e  et 2~=21-1/p. 

1 --21-I/p 
Donc  si ~ < 1 + 2 ~ - ~/~ alors X, a f.p.p. P, appelons que X, n'est pas super-reflexif. 

3) On peut  remplacer  dans le th6or6me 1 ainsi que dans les remarques  
pr6c6dentes (<base inconditionnelle,, par  (<d~composition fini dimensionnelle 
inconditionnelle,, (voir l 'espace T d6fini en p. 51 de [9]). Consid6rons le probl~me 
suivant: 

Probl~me. Soit X un espace de Banach avec une base 1-inconditionnelle (i. e. 2 = 1). 
On renorme X de la mani6re suivante: 

[x[~ = Max  (ltx + If, II x -  ]l)- 

Est-ce que (X,l'l~) a f.p.p.? 

Remarque. L'espace (X,I ' t~)  n 'a  pas la structure normale. 

Une r6ponse partielle au probl6me se trouve dans le: 

Th~or6me 2. Soit X un espace de Banach avec une base inconditionnelle fortement 
monotone (c = 1). On suppose que X a la propri~t~ de Banach-Saks-AlternO. Alors X a 
f.p.p. 

Dbmonstration. Supposons que X n 'a  pas f.p.p. Alors, comme dans le 
d6monstrat ion du th6or~me 1, il va exister K un convexe faiblement compact  
minimal pour  T, une contract ion laissant invariant K, de m~me qu 'une  suite (x.) 
faiblement convergente vers 0 et quasi-fixe ainsi qu 'une suite de projecteurs (Pn) tel 
que: 

i) P, oPm=O si n # m  
ii) lim Llen(x)ll--0 pour  tout x dans X 

n 

iii) lim t lP, (x . ) -x . l l=O et lim l l x . + l - x . l l = d i a m K  = t .  
n n 
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On aura besoin du r6sultat suivant du ~ Lin [7]: 

Lemme 2 (Li ')  Sous les hypothdses pr~c~dentes, si (xi) sont n points f ixes  distincts de 7", 
alors : 

[[ EaiY, [[ = Max  (Zai  ~ , Z,a 7) 

pour toute suite de scalaires (ai). 

( A v e c a + = M a x ( a , O )  et a - = M a x ( - a , 0 ) ) .  

Soit Fie  mod61e 6tal~ construit  sur (x11) et (ei) la base fondamentale  de F. Quitte ~t 
se restreindre ~ une sous-suite, on peut  supposer  que (x11) est une <<bonne suite,.  Soit 
(fli) ~ Rk alors: 

IlS~,e, ll~= lim IlEflix.,[tx . 
111 <112 < . - .  <11k 

n l ~ o 0  

Soit s = (x11 + i) avec 1 < i < k alors les s sont des points fixes de 1". D 'au t re  part ,  on a: 

lim IIs~,x.§ lim II•fl/x11+,[I . 
n l  ,or n l  <7 . . .  <711k 

111"--OO 

On en d6duit d 'apr+s le lemme (Li') que: 

l} E fl, e, ]le = I12; fl, s I[ = Max  (ll (b,§ ,,, II <b,-)ll,,). 
Donc  F est i somorphe ~t/1. On en conclut que X ne peut pas avoir la propri6t6 de 
Banach-Saks-Altern6. Contradiction.  

Soit T u n e  contract ion d6finie sur K, un convexe faiblement compact  minimal. 
Pour  tout Y un point  fixe de 1" on associe l 'ensemble: 

~ - =  {Ya ; xa = (x~11j) ou # : N ~ N  strictement croissante} 

avec s = (x,). Cz est indus  dans F f ,  ou F~ est l 'ensemble des points fixes de ]'. En 
g6n6ral (7 z n 'est  pas convexe. On dira alors que T e s t  de <~type-convexe>> si et 
seulement si F~ est convexe. 

Si T e s t  de type (7) alors T e s t  de <~type-convexe~>. I1 serait int6ressant de 
caract6riser les espaces dans lesquels toute contraction,  laissant invariant  un 
convexe faiblement compact ,  est de <<type-convexe~. 

Th6or6me 3. Soit K un convexe faiblement compact minimal pour une contraction T. 
Supposons qu'il existe (x11) une suite quasi-fixe pour T, f aiblement converoente ver s 0 
tel que, si on pose Y = (x,), on ait: 

0 n'appartient pas dt cony (Cz) �9 

Alors X n' a pas Banach-Saks-Altern~. 

Dbmonstration. C o m m e  0 n 'appar t ien t  pas h l 'enveloppe convexe ferm6e de ~z,  
Han-Banach  implique qu'il  existe 6 e ]0, 1 ] tel que:  pour  toute suite de scalaires 
positifs (fl~) et toute suite (Y~) dans Cz on ait: 
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Soient F ie  mod61e 6ta16 construit sur (x,) et (ei) la base fondamentale de F. Comme 
les hypoth6ses sont invariantes par  passage aux sous-suites, alors on peut supposer 
que (xn) est une ~bonne-suite>>. Soit (fl~) une suite de scalaires positifs, on a, par 
d6finition de F, 

lim IIz~,~,,ll -- I I~ ,e ,  II~ 
n l  < . . .  < n k  

n l  ---~ o o  

On consid6re la suite (5i) de ~zdefinie par :  xi = (x~). On a:  1[ 2;fli'~i [t x = II Stile, [lr car 
(x~) est une <~bonne-suite,. D'apr6s (*) on obtient: 

Supposons que la suite (ei) n'est pas 6quivalente h la base de l~, alors d'apr~s le 
lemme (G.L.) la suite (e~) converge faiblement vers 0. En faisant appel au lemme (B), 
on en d6duit que (e~) est basique inconditionnelle. 

L'in6galit6 (**) implique que (ei) est 6quivalente ~ la base de l~. Contradiction. 
On en conclut que (e~) est 6quivalente h la base de l~ et le r6sultat de Beauzamy 

implique que X ne peut pus avoir Banach-Saks-Altern6. 

Remarques. 1) Si T e s t  de ~type-convexe)), alors 0 n'appartient pus h l 'enveloppe 
convexe ferm6e born6e de ~Tz(6gale/t Czpuisque Test de <<type-convexe>>) pour  tout 
point fixe Y de T. On en conclut, d'apr6s le th6or+me 3, que dans un espace de 
Banach qui a B.S.A. toute contraction de ~type-convexe~> laissant invariant un 
convexe faiblement compact  a u n  point fixe. 

2) P.K. Lin a montr6 (dans [7]) que, si X a  une base fortement monotone  (c = 1), 
alors si X n 'a  pas f.p.p., il va exister une contraction T, un convexe K faiblement 
compact  minimal pour  T, et une suite (x,) quasi-fixe convergente faiblement vers 0 
tel que, si on pose Y = (xn), on ait: 

Ilffl[=l pour tout  ff appurtenant / l  conv(t~z) . 

Remerciement. L'auteur tient/t remercier particuli&ement B. Baillon, G. Godefroy, P_ K. Lin et 
B. Maurey pour toutes les remarques qu'ils out apport~es ~ l'61aboration de ce travail. 
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